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V Predavanje

Definicija duzine i metra i metode mjerenja duzina. Direktno
mjerenje duZzina. Opticko mjerenje duzina. Elektromegnetno
mjerenje duzina. Odredivanje duzina 1 uglova iz pomo¢nog trougla
— triangulacija. Racunanje duzine iz koordinata tacaka.

5.1 Definicija duzine i metra

DuZina predstavlja jednu od osnovnih veli¢ina SI sistema. To je veli¢ina koja
materijalizuje rastojanje izmedu dvije tacke U prostoru ili put koji izmedu njih treba preci
pri pravolinijskom kretanju.

Uobicajeni znak za duzinu je ,,I° a mjerna jedinica metar.

Ideja o zakonitom uvodenju metra kao jedinice za duzinu potekla je 1790. godine
od strane komisije koju je formirala nacionalna skupstina Francuske. 1791. godine
usvojen je prijedlog komisije i ozakonila se jedinica duzine metar koji je bio jednak
Cetrdeset milionitom dijelu meridijana koji je prolazio kroz parisku opservatoriju.
Konvencija o metru (Ugovor o metru) iz 1875. godine je obavezala stvaranje
stalnog Medunarodnog biroa za teZine i mjere u Sevru u Francuskoj. Ova organizacija je
napravila novu prototip Sipku 1889. godine uspostavljaju¢i tako Medunarodni prototip
metra kao razdaljinu izmedu dve linije na standardnoj Sipci od legure sacinjene od
90% platine i 10% iridijuma 1893. Godine.

Sedamnaesta Generalna konferencija tezina i mjera 1983. je zamijenila definiciju
metra sa sadaSnjom, i tako popravila duzinu metra u vezi sa vremenom ibrzinom
svjetlosti: ,,Metar je duzina putanje koju u vakuumu prede svjetlost za vrijeme od 1/(299
792 458) sekundi.

Kod mjerenja prostornih dimenzija tijela, naziv ,,duzina* se koristi samo za jednu
osu pravouglog koordinatnog sistema, dok se za ostale dvije koriste nazivi visina (h) i
Sirina (b). Ostale mjere za duzinu su: kilometar (1 km=1000 m), decimetar (1dm=0,1 m),
centimetar (1 cm=0,01m), milimetar (1 mm=0,001 m) i mikrometar (1 pm=0,000001 m).

Stare mjere za duzinu su: col (2,62 cm), palac (0,0254 m), stopa (0.3048 m — 12
cola), lakat (71.118 cm), jard (0,944 m), hvat (1,8965 m) itd.

Prilikom mjerenja duZine moze se dobiti samo priblizno tana vrijednost, te
ukoliko je razlika izmedu stvarne i izmjerene duzine manja to je mjera bliza stvarnoj. Da
bi se greSke pri mjerenju svele na minimum, mjera duzine se dijeli na svoje manje
djelove (decimetar, centimetar, milimetar...) pa se njima izrazava izmjerena duZzina.
Teorijski, moglo bi se i¢i do beskona¢no dugog decimalnog broja, ali to u praksi nije
moguce.

Mjerenje duZina moZe biti:

» Direktno;
> Indirektno;
- Opticko;

- Elektromagnetno;
- Iz pomo¢nog trougla — triangulacija.
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5.2 Direktno mjerenje duzina

Mjerenje duzina, odnosno rastojanja izmedu tacaka na terenu, do prije nekoliko
desetina godina, izvodilo se isklju¢ivo ovim putem i to trakama od metala, koje su su se
zvale pantljike.

Pantljike su u pocetku izradivane od metala Sirine najéesée 1.5 cm, debljine 2 mm i
duzine od 20 m do 50 m. Pantljike duzine od 25 m do 50 m zvale su se poljske pantljike
(Slika 1) i sluzile su za mjerenje rastojanja od 30 m do 200 m.

Slika 1. Poljska pantljika

Pantljike duzine 10 m, 20 m i 25 m zvale su se ru¢ne pantljike i obi¢no su se
namotavale na valjak koji se vrti rukom, pa otuda i naziv ru¢na pantljika. Sa njom su se
mijerila rastojanja do 30 m. Imajuci u vidu ¢injenicu da su pantljike bile izradene od neke
metalne legure, zbog upotrebe na terenu po rosi i kisi, pantljike su poslije krace upotrebe
korodirale i bez obzira §to su se poslije upotrebe obavezno susile i podmazivale, poslije
nekog vremena postajale su neupotrebljive. Da bi se izbjegla korozija, pantljike su
presvlacene providnom plastikom a kasnije su kompletno izradivane od plastike (slika u
sredini i desno).

Slika 2. Ru¢ne pantljlke o

Postupak mjerenja pantljikama ima slede¢i redoslijed:

Krajnje tacke se signaliSu znackama. Pantljika se pruZa po pravcu duzi koja treba
da se izmjeri. Za postavljanje pantljike u pravac, koristi se treca znacka (Slika 3).
Pantljika se zategne duz pravca tako da se kraj pantljike poklopi sa pocetnom tackom.
Drugi kraj pantljike se obiljezi na zemlji.
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Slika 3. Mjerenje duzine pantljikom

Sledeci korak je povlacenje pantljike i mjerenje od obiljezenog kraja prve duZzine
pantljike prema drugom kraju mjerene duzi.

Nakon izmjerenog punog broja duzina pantljike, broj pantljika se pomnozi sa
nominalnom duzinom pantljike i na tu duzinu se doda ostatak koji se mjeri od
obiljeZzenog kraja poslednje cijele pantljike do druge krajnje tacke mjerene duzi.

Kontrolno mjerenje se sprovodi ponovnim mjerenjem duzi sa drugog kraja.

Pri mjerenju duzina pantljikom moguce su bile greske zbog:

* Duzine pantljike;

* Redukcije;

« Aliniranja;

» Temperature;

» Fiksiranja kraja pantljike;

Kao $to je ve¢ reCeno, analizom raznih izvora greSaka bavi se geodetska
metrologija.

Invarske Zice predstavljaju instrument za mjerenje duZina osnovica U
trigonometrijskoj mrezi koja ¢ini osnovu za sve nauc¢no istrazivacke i prakticne potrebe iz
oblasti geodezije. Ova strana trougla se zove “baza” i od nje je razvijan veliki broj
trouglova, koji je pokrivao pojedine regione u kojima su se duzine odredivale indirektno.
Tjemena trouglova su materijalizovana i odredivane su im koordinate, tako da je Citav
prostor prekriven tackama (trigonometrijske tacke) sa poznatim koordinatama. Ova
mreza trouglova u literaturi i praksi zove se trigonometrijska mreza i ona ¢e detaljnije
biti opisana u nekom od narednih predavanja.

Ovo je bila najprecizniji nac¢in mjerenja duzina u geodeziji u to vrijeme. Ta¢nost
koja se postizala prilikom mjerenja invarskim Zicama bila je 1 : 1 000 000, odnosno
greska mjerenja je bila 1 mm na 1 km. Dobile su ime po leguri — invar (64% gvozda i
34% nikla). Legura je dobila naziv invar po francuskom izrazu za naziv nepromjenljiv, a
znacaj legure invara je u tome $to ona ima veoma mali temperaturni koeficijent, pri cemu
su duZzine Zica pri razli¢itim temperaturama postojane.
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Mjerenje duzina pantljikom, vr§i se koso po terenu. S obzirom da je Dror -
horizontalno rastojanje, AH - vertikalno rastojanje (horizontala i vertikala zaklapaju prav
ugao), uz Dkeso—k0s0 rastojene, dobija se pravougli trougao.

Slika 4. Mjerenje duzine pantljikom, koso po terenu — prikaz u vertikalnoj ravni

Primjenom Pitagorine teoreme iz datog trougla se dobija:
D2, =D} +AH?

koso hor

Tako da se horizontalna duzina moze sracunati kao:

Dhor = Dk2050 —AH ?

Ovo je ta¢na formula za racunanje horizontalne duzine. Pored ove, u udZbenicima
iz Geodezije se moze pronaci i priblizna formula za raCunanje horizontalne duzine:

AH? AH*
D kOSO_Z*D _8*D3
koso

Kod priblizne formule, u vecini slucajeva ¢e trec¢i ¢lan biti zanemarljive veliCine.

Obicno je, zbog neravnomjerne promjene nagiba terena, duzinu izmedu taCaka
potrebno podijeliti na nekoliko djelova u kojima je pad priblizno ravnomjeran (Slika 5).

=D

hor
koso

Slika 5. Mjerenje duzine na terenu sa prelomima
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Ova rastojanja se moraju redukovati na horizontalnu odnosno projekcionu ravan,
koja je poznata iz ranijih predavanja i u kojoj se pomocu koordinata opisuju prostorne
forme. Da bi se redukovala duzina na horizont, neohodno je poznavati visinsku razliku
izmedu tacaka do kojih se mjeri duzina a cesto i do prelomnih ta¢aka u kojima se mijenja
nagib terena koje se nalaze izmedu krajnjih tacaka (Slika 6).

D, —\/d: _ B
D, :\/ds —th ds

s
D3 - Vdg _Ahg d: 2
A2

d:

D,

A
A D

D =D 1+ D, +Dj
Slika 6. Redukovanje kosih duzina u horizontalne

Kao $to se sa slike vidi, ukupna horizontalna redukovana duzina jednaka je zbiru
pojedina¢nih redukovanih duzina. One se dobijaju po Pitagorinoj teoremi kao jedna od
kateta gdje je druga kateta visinska razlika a hipotenuza kosa — mjerena duzina.

Mjerenje duzina pantljikom bio je veoma zamoran i dugotrajan posao, narocito kad
se radilo o ve¢em broju ta¢aka a skoro nemogué¢ u sluc¢ajevima kad je teren obrastao
Sibljem ili Sumom. Pored toga, tako izmjerene duZzine bile su male ta¢nosti a Cesto su bile
opterecene 1 grubim greSkama, pa je mjerenje duZina u najvecoj mjeri izbjegavano i
duzine odredivane na indirektan nacin.

Tako je na primjer duzinu od 100 m, koja se nalazila na ravnom terenu, dakle u
skoro idealnim uslovima, mjerec¢i je u dva smjera, nije bilo moguce izmjeriti sa tatnosc¢u
ve¢om od + 5 cm. Medutim, duzinu od 100 m koja se nalazila na neravnom terenu,
obraslom travom i sitnim rastinjem, mjereci je u dva smjera, nije bilo moguce izmjeriti sa
tatnos¢u ve¢om od +15 cm.

Danas su jo$ u upotrebi ru¢ne pantljike, dok su poljske pantljike van upotrebe veé
duzi niz godina. Ru¢ne pantljike se narocito koriste kod izvodenja gradevinskih objekata
kao i u kontrolnim mjerenjima u geodeziji..

5.3 Opticko mjerenje duzina

Prva zamjena pantljike, pojavila se kada su konstruisani durbini teodolita
osposobljeni koncanicom, sa kojom se vrsilo oCitavanje odsjecka na letvi. Ove specijalne
letve su imale specijalnu podjelu nanesenu na njima i postavljale su se na tacki do koje se
od instrumenta odredivalo rastojanje.

Princip koji je omogucio opticko mjerenje duzina je konstrukcija kon€anice sa tri
konca i njeno postavljanje u durbinu instrumenta na konstantno rastojanje od alhidadine
osovine, odnosno centra vertikalnog limba. Na ovaj nacin je ugao koji zaklapa vizura sa
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oba konca koncanice konstantan i naziva se paralakti¢ni ugao (o na Slici 7). Kada se
koncanica teodolita sastoji iz jedne (ili dvije) vertikalne crte i tri horizontalne crte, takav
instrument se naziva Rajhenbahov daljinomer ili obi¢an tahimetar.
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% S| Koncanica sa tri konca
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Slika 7. Paralaktic¢ki ugao kod Rajhenbahovog daljinomjera

Sa slike se vidi da je:

L

a 2

tg—==

g 2 d

Posto su o, d i L konstante veli¢line odavde se moZe izraziti konstanta k kao:

o
2tg —
9 2

Konstanta k predstavlja konstantu paralaktickog ugla. Poznavaju¢i njenu vrijednost

i o¢itavsi sa dva konca podeoke na letvi mogla se sra¢unati duzina do nje (Slika 8).
Gornja crta

koncanice

| /2

L .
2 D Srednja crta
koncanice

8

L/

| /2

Donja crta
koncanice

Slika 8. Odredivanje duzine preko konstante paralaktickog ugla
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Ako sa 1 ozna¢imo Ccitanje na letvi, odnosno razliku izmedu citanja gornjom i
donjom crtom konc¢anice a sa D rastojanje od instrumenta do letve, onda se sa slike vidi
da je:

I
2 . I
tgg:l Odakle je D=——
2 D a
2tgE

Za konstantu paralaktiCkog ugla je ve¢ izvedeno da iznosi: k = Lt
2tg %

Odavde moze izraziti trazena duzina: D =k *|.

Integracijom koncanice sa tri konca u durbin teodolita, otvorila se mogucnost
mjerenja rastojanja direktno od instrumenta do nekog vidljivog razmjernika postavljenog
na tacki do koje se duzina mjeri. Razmjernik koji se postavlja vertikalno na tacki do koje
se mjeri rastojanje zove se letva i izradena je od drveta ili plastike, prosje¢ne duzine do 2
m, $irine 5 cm i debljine 1.5 cm, kod koje je na prednjoj strani izgravirana podjela do na
cm (Slika 9). Ona na marginama ima ozna¢ene brojeve decimetara od nule letve koja se
postavlja na tacku do koje se mjeri rastojanje. Letva sa druge strane ima ugradene drzace
i centri¢nu libelu za dovodenje u vertikalu. Citanje podele letve se vrsi pomo¢u crte
konc¢anice i to tako $to se: Citaju decimetri, odbroje centimetri a unutar centimetara
milimetri ocijene od oka.

:
|

R P s P VR i 1 0

Slika 9. Izgled letve

Mjerenje se odvija tako, Sto se sa sva tri konca koncanice ocita letva i nade razlika
Citanja (Slika 10): | =g—d gdje je g - Citanje letve gornim koncem, d - Eitanje letve
donjim koncem. Ovi instrumenti su konstruisani tako da je konstanta k ima okruglu
vrijednost 100 pa se jednostavnim oduzimanjem gornjeg i donjeg odsjeCka na letvi i
mnozenjem sa ovom konstantom, lako racuna rastojanje.
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Slika 10. Mjerenje rastojanja Rajhenbahovim daljinomjerom

Na Slici 11 prikazan je jedan primjer Citanja sa sracunatom duzinom. Dato je i
¢itanje letve srednjim koncem -s, koje sluzi za kontrolu.

14 1409
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Slika 11. Citanja na letvi Rajhenbahovim daljinomjerom

Instrumentom koji ima koncanicu sa 3 konca, mogu se myjeriti kose duZine.
Medutim, kako se koordinate ta¢aka rac¢unaju u projekcionoj ravni, neophodno je kose
duzine redukovati na projekcionu odnosno horizontalnu ravan. Pored toga, za mjerenje
visinskih razlika, koje su neophodne za prostornu projekciju odnosno izracunavanje
nadmorske visine kao tre¢e koordinate, neophodno je bilo mjeriti vertikalni ugao i onda
izraCunavati visinske razlike. Kod masovnih mjerenja, sve ovo je zahtijevalo veliki
utroSak vremena, $to je znatno usporavalo izradu podloga za projektovanje.

Tacnost ovako izmjerenog rastojanja od 100 m kretala se do =15 cm pri ¢emu se
krace rastojanje mjerilo sa veCom a duze rastojanje sa manjom ta¢no$cu. Maksimalna
tacnost optiCki odredene duzine pomo¢u Rajhenbahovog daljinomera je 1 dm, jer greska
procjene podjele letve od 1 mm pomnozena sa K=100, daje gresku duzine od 100 mm,
odnosno 1 dm. Postojali su propisi koji su ovim na¢inom ograni¢avali mjerenje rastojanja
do 120 m.

Poseban doprinos ubrzanju posla doprinijela je konstrukcija takozvanog
autoredukcionog dijagrama koji se ugradivao u koncanicu durbina, tako da se na osnovu
odsjecka na letvi pomnozenog konstantom dobijala horizontalna duZina izmedu
instrumenta i letve. Pored toga, sa ovim dijagramom mogle su se odmah ¢itati i odsjecci
za visinsku razliku. Princip rada autoredukcionih daljinomjera se sastoji u tome da se
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povecanjem nagnutosti vizure (povecanjem vertikalnog ugla o) smanjuje paralakticki
ugao. Odsjecak lo koji odgovara redukovanoj duzini Sr se moze procitati na letvi u tacki
B ukoliko bi se smanjila vrijednost paralaktickog ugla sa y na yo (Slika 12):

a
Slika 12. Princip autoredukcije

Da bi se ovo postiglo konstruisan je poseban dijagram (Hamer- Fenelov dijagram)
koji nije simetri¢an u odnosu na glavni polupre¢nik i u sebi ima nulti konac (vizura ide do
njegovog presjeka sa vertikalnim koncem), konac za duzine i nekoliko konaca za visinske
razlike sa odgovaraju¢im konstantama. Ovaj dijagram se crta uvecan, a potom smanjuje
fotoputem i nanosi na prozra¢nu staklenu ploc¢u koja se nalazi u vidnom polju durbina.

Na Slici 13 se vide izgled autoredukcionog dijagrama i primjer ¢itanja letve. Prvo
Sto se uocava je da nula letve nije u podnozju nego je podignuta, najée$¢e na visinu od
1.4 m iz razloga da bi visina instrumenta bila takode 1.4 m da bi se visinske razlike lakSe
ra¢unale. Citanja na letvi se vre presjekom konca za duZine i konca za visine sa
vertikalnim koncem koncanice koji pogada letvu po sredini.

U konkretnom primjeru sa slike, konac za duzine pogada letvu na 0.143 m
(decimetri i centimetri se o¢itavaju a milimetri “cijene”). Konac za visine pogada letvu na
0.083 m. Rastojanje od instrumenta se dobija kada se vrijednost ¢itanja konca za duzine
pomnozi sa konstantom 100. Tako se u konkretnom slu¢aju dobija:

D =0.143m*100 =14.3m

Visinska razlika se dobija kada se Citanje koncem za visinu pomnoZi sa njegovom
konstantom koja se vidi uz koncanicu. U slu¢aju na slici ova konstanta ima vrijednost
+10 pa ¢e visinska razlika biti:

Ah =0.083m*10 =0.83m

Tacnost izmjerenog rastojanja od 100 m kretala se u granicama ta¢nosti mjerenja

kon€anicom sa tri konca, samo S§to se u slucaju autoredukcionog dijagrama direktno
dobijala horizontalna duZina.
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Slika 13. Autoredukcioni dijagram i primjer ¢itanja letve

5.4 Elektromegnetno mjerenje duzina

Razvoj tehnike i tehnologije, posebno elektronike, doveli su do konstrukcije
elektromagnetnih daljinomjera, koji koriste laserski zrak za veoma precizno mjerenje
duzina.

Elektromagnetni daljinomeri se po principu odredivanja duzina dijele na:

Impulsne daljinomjere;

Fazne daljinomjere;

Radio daljinomjere;

Elektroopticke daljinomjere.

Princip elektronskog mjerenja duZina se zasniva na mjerenju vremena koje je
elektromagnetno’m talasu potrebno za prelazak mjerene duzine u ol?a smjera (Slika 14).

FAFNI POMAR

PRIJEMNIK I/""_""\.\_ _’//"_ =

EDM INSTRUMENT

Slika 14. Princip elektronskog mjerenja duzina
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Kod totalnih stanica je na durbin instrumenta integrisan emiter elektromagnetnih
talasa, najc¢esce je to laserski zrak vidljive svjetlosti, koji se usmjerava na prizmu do koje
se mjeri duzina i od prizme odbija i ponovo vrac¢a do prijemne optike instrumenta koja se
nalazi na durbinu neposredno pored emitera (Slika 15). Softver koji je sastavni dio
instrumenta, odbrojava vrijeme koje elektromagnetni talas prede od instrumenta do
prizme i nazad i na indirektan nac¢in broji talasne duzine elektromagnetnog talasa koji
mnozi sa njihovom frekvencijom i na ekranu pokazuje rastojanje od instrumenta do
prizme.

Poznavajuéi vrijeme kada talasi napuste instrument i vrijeme kada se ponovo vrate
u instrument, racuna se mjerena duzina pomocu formule:

C*At
2

gdje je:

D - duZina izmedu tacaka,

¢ — brzina elektromegnetnog talasa,

At — vrijeme koje je potrebno talasu da dva puta prede mjerenu duZzinu.

Brzina elektromagnetnog talasa jednaka je proizvodu njegove talasne duzine i
frekvencije.

D=

Slika 15. Savremeni elektromagnetni daljinomjeri i izgled prizme

Na ovaj nacin se moze mjeriti kosa 1 redukovana duzina. Kosa duZina se koristi za
izraCunavanje visinske razlike a horizontalna duzina za izracunavanje koordinata tacke X
i 'Y u horizontalnoj ravni.

Elektromagnetni daljinomjer, pored moguénosti digitalnog ocitavanja duZine na
ekranu monitora koji je sastavni dio instrumenta, ima mogucénost registrovanja i
digitalnog o¢itavanja horizontalnog i vertikalnog ugla.

Kod savremenih elektromagnetnih daljinomjera (totalnih stanica) ugraden je i
softver koji na osnovu unesenih koordinata tataka A i B i mjerenog ugla i duzine,
izraCunava koordinate Y 1 X tacke do koje se mjeri duZina, kao i nadmorsku visinu H.
Ovi podaci se mogu vidjeti na displeju instrumenta, zapisani su u memoriji i jednostavno
se mogu transportovati u racunar.

11



Gradevinski fakultet Podgorica, osnovne studije
Geodezija

Nacin izraCunavanja koordinata i kota karakteristicnih tacaka bi¢e prikazan u
narednim predavanjima.

Kod mjerenja duzina pomocu elektromagnetnog daljinomera, mjeri se duzina od
prekreta durbina daljinomera, koji je na vertikali iznad jedne tacke (Stanica), do centra
reflektora, koji je na vertikali iznad druge taCke (vizurna tacka) (Slika 16). Ukoliko
prekret durbina i centar reflektora nijesu na istoj nadmorskoj visini, na ovaj nacin se
mjeri kosa duzina. S obzirom da je na daljinomeru ugraden i vertikalni limb, za racunanje
horizontalnih duZzina se pored mjerenja kose duzine Dkoso izmjeri i zenitno odstojanje Z
(ili wvertikalni ugao o). Kako je ve¢ refeno, u podlogama za projektovanje i u
projektovanju koriste se duZine svedene na projekcionu ravan, odnosno kose duZine treba

redukovati na horizontalnu ravan.
Reflektor

Slika 16. Kosa i redukovana duzina

Posmatraju¢i pravougli trougao sa slike u vertikalnoj ravni, Kkoriste¢i
trigonometrijske funkcije, horizontalna duzina se moze sracunati kao:
D, = Dyps, *SIN Z il
Do = Dyoso ¥COS X .

Tacnost izmjerenog rastojanja, osim od modela totalne koji imaju deklarisanu
tacnost mjerenja duzine, u najvecem dijelu zavisti od tacnosti centrisanja instrumenta i
prizme. Tako je duzinu od 100 m pomocu totalne stanice moguce izmjeriti sa taéno$c¢u od
+ 1 mm do £ 15 mm. Ako se totalna stanica centrise laserskim viskom i prizma centrise
sa stativom, onda je moguce posti¢i tatnost od £ 3 mm - 5 mm a ako se centri$e optickim
viskom a prizma drzi ru¢no, bez stativa onda se postize ta¢nost od = 10 mm - 15 mm.

Rastojanje od 100 i viSe metara moze se sa totalnom stanicom izmijeriti i sa
tacnoS¢u od £ 1 mm - 2 mm, ali se tada instrument i prizma centriSu na posebnim
stubovima sa ugradenim uredajem za takozvano “prisilno centrisanje” (Slika 17). U ovom
slu¢aju ne postoji greska centrisanja instrumenta i signala jer se oni nalaze uvijek na
istom, fiksnom mjestu pa je ukupna greska jednaka deklarisanoj gresci modela totalne
stanice kojom mjerimo duZzinu.

Ova tacnost je potrebna kod mjerenja stabilnosti objekata u eksploataciji, kao Sto
su mostovi, brane, stadioni, ¢eli¢ne konstrukcije itd.

hor koso

koso
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0.20m

uredjaj zo
centrisanje

D
presjek A—A

N

1.20-1.30m

betonski_ stub
za centrisanje

Slika 17. Betonski stub sa uredajem za prisilno centrisanje

Masovnijom upotrebom elektromagnetnih daljinomera opticki daljinomeri su
skoro istisnuti iz upotrebe. Neke od prednosti ovakvog nacina mjerenja duzina su:
Visoka ta¢nost merenja;
Moguce je mjeriti velika rastojanja (do nekoliko km);
Brzo mjerenje (nekoliko sekundi);
Ocitavanje rezultata na displeju.
Kao $to je receno, elektromagnetni daljinomeri su danas sastavni dio savremenih
geodetskih instrumenata — totalnih geodetskih stanica, gdje postoji mogucénost
automatske obrade mjerenja, registracije podataka, prenosa na racunar itd.
Za mjerenje dimenzija unutrasnjosti objekata, koje je ranije vrSeno sa mnogo
komplikacija, pomo¢u ru¢nog metra, zvanog dvometar, ili ru¢ne pantljike, danas se
koriste mali ruéni laserski daljinomjeri (“ru¢ni laseri”) - Slika 18.

Slika 18. Ru¢ni laseri

13



Gradevinski fakultet Podgorica, osnovne studije
Geodezija

5.5 Odredivanje duzina i uglova iz pomoénog trougla - triangulacija

Do pojave elektromagnetnih daljinomjera, mjerenje duzina ve¢ih od 500 m,
uglavnom je vrseno indirektnim putem, najces¢e U ostrouglom trouglu. Poznato je da se
ostrougli trogao moze rijesiti, ako su poznata dva ugla i jedna strana, ili ako su poznate
dvije strane i1 zahvaceni ugao ili ako su poznate sve tri strane. Pod pojmom “rijesiti
trougao” podrazumijeva se poznavanje sva tri ugla i sve tri duzine.

Ova dva zadnja slu¢aja u kojima je trebalo poznavati duzine, rijetko su koriséena,
zato Sto duzine nije bilo lako mjeriti, pa je najcesce koriSéen slucaj rjeSavanja trougla kad
Su poznata dva ugla i jedna duzina.

Danas se prilikom razli¢itih geodetskih radova ¢esto javlja situacija da se potrebni
ugao ili duzina ne mogu izmjeriti direktno na terenu, zbog toga sto se tacke ne dogledaju
ili nijesu pristupacne za postavljanje instrumenta ili signala. U takvim slucajevima Se,
radi odredivanja potrebnih veli¢ina, formiraju pomo¢ni trouglovi. U takvim trouglovima
se mjere druge stranice ili uglovi, a potrebni uglovi ili duzine se dobijaju indirektno,
racunskim putem, ra¢unanjem nepoznatih elemenata u trouglu. Kod ra¢unanja nepoznatih
elemenata u trouglovima vazi generalno pravilo da je moguce pronaci nepoznate
elemente (stranice ili uglove) u trouglu ukoliko je poznato (izmjereno) najmanje tri
elementa, s tim da mora biti poznata najmanje jedna stranica trougla.

U narednom ¢e biti dati razliiti slucajevi “rjeSavanja trouglova”.

Racunanje nepoznatih elemenata u trouglu kada su dati dva ugla i stranica.

Na Slici 19 dat je izgled jednog ostrouglog trougla sa oznaCenim stranicama i
uglovima.

Slika 19. Racunanje elemenata trougla - 1

U slucaju da su dati bilo koja dva ugla (o i B) 1 bilo koja stranica (a), prvo se
racuna vrijednost tre¢eg ugla. Nju dobijamo koriste¢i pravilo da je zbir unutra$njih
uglova u n-touglu jednak (n-2)*180° gdje je n broj stranica ili uglova. Tako ¢e u slucaju
trougla biti n=3 odnosno, suma unutrasnjih uglova u njemu treba da bude 180°.

Tako se dobija vrijednost ugla y po formuli:

y=180°-a - pf

Za raCunanje nepoznatih stranica u ovom slucaju se moze primijeniti sinusna
teorema koja za ovako postavljene elemente trougla na slici glasi:
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a b c
sina sinfg  siny
Dakle, sinusna teorema definiSe da je odnos stranica i sinusa njima naspramnih

uglova u trouglu konstantan. Pri tome je R polupreé¢nik opisanog kruga oko ovog trougla.
1z date proporcije se mogu sracunati preostale dvije duzine preko formula:
a*sin B c*sin f i

=m=2R

b=— _
sin sin y
o a*siny b*siny
sin sin g

Kontrola se vr$i spuStanjem visine na stranicu ¢ ¢ime se stranica c dijeli na dva
dijela ¢’ i ¢"(Slika 20). Zbir ta dva dijela treba da bude jednak stranici ¢ = ¢’ + ¢”.

Slika 20. Kontrola ra¢unanja elemenata u ostrouglom trouglu

Kontrola sra¢unatih elemenata trougla se moze izvrsiti preko formule:

c=Db*cosa +a*cosp

Na ovaj na¢in se moze izvrsiti kontrola sracunatih elemenata za sve dolje navedene
primjere.

Racunanje nepoznatih elemenata u trouglu kada su dati dvije stranice i ugao
naspram jedne od njih.

Ovako dati elementi trougla daju se generalno mogu razloziti na dva slucaja:
| — kada su date bilo koje dvije stranice (a i b) i ugao naspram duze od njih (B).
llustracija ovog trougla data je na Slici 21.

Slika 21. Racunanje elemenata trougla — 2
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U ovom slucaju postoji samo jedno rjesenje za vrijednosti preostalih elemenata.
Za date elemente postavi se sinusna teorema:

a b c
sina sinfg siny
Iz nje se moze izraziti sinus ugla a kao:
_a*sin g a*sin g

=m

sin o odakle je o =arcsin

Zatim se moze sracunati vrijednost ugla B iz pravila da je zbir unutrasnih uglova u
trouglu 180°:
y=180°-a - pf
I konac¢no stranica b:
b a*sin B _c*sin g
sin sin y

Il — kada su date bilo koje dvije stranice (a i b) i ugao naspram krace od njih od
njih (B). Hustracija ovog trougla data je na Slici 22.

Slika 22. Racunanje elemenata trougla — 3

Iz postavljene sinusne teoreme za ovaj trougao:
a b c
sina_sinﬂ_sin;/
moZze se sracunati:

a*sin g

sina =

sina postoji samo ako je a*sin f<b (0<sin o <1).

Kada je zadat ugao naspram manje stranice mogucéi su slede¢i odnosi:

1. a*sin B(b. Tada postoje dva rjeSenja a1 i oz, pri ¢emu je o, +cr, =180°.
2. a*sin f=b.Tadaje y =90°.

3. a*sin #)b. Ovakav trougao je nemogu¢ (nema rjesenje).
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Ako vazi prvi slucaj (sa dva rjeSenja) tada posmatramo trouglove AA BC i AA,BC
(Slika 22).

Napomena: Ukoliko postoji pribliZzna skica trougla iz nje se moze zakljuditi da
li je a ostar ili tup ugao, odnosno koja se varijanta treba usvojiti.

Prvo rjeSenje AABC:

_a*sin g

. . . a*sin
sin a, - odakle je a, = arcsin arsnj

Treci ugao se dobija: y, =180°—- -,

Iz sinusne teoreme se dobija vrijednost stranice c1:
b*sin y,

C,=—""—
sin g

Na Slici 22 ovo rjesenje je naglaSeno crvenom bojom (ugao o1 — oStar ugao).

Drugo rjeSenje AA,BC :
1z o, +, =180° slijedida je o, =180°—¢,
Tre¢i ugao je:
v, =180°—f-a,
Iz sinusne teoreme dobija se vrijednost stranice cz:
_b*siny,
7 sing

Na Slici 22 ovo rjesenje je naglaSeno plavom bojom (ugao a2 — tup ugao).

Ako vazi drugi slucaj (pravougli trougao — Slika 23), tada slijedi da je:
a =90° pa se tre¢i ugao dobija kao: y =180°— -«
C

A

Slika 23. Racunanje elemenata trougla — 4

Iz sinusne teoreme se dobija vrijednost stranice c:
b c . b*sin
——=——odakle je c=— 4
sin 5 siny sin 5
Odnosno iz Pitagorine teoreme:

c? =+a?-b?

Napomena: Trougao sa vise rjeSenja se u geodetskoj praksi izbjegava.
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Racunanje nepoznatih elemenata u trouglu kada su dati dvije stranice i ugao
izmedu njih.

U ovom slu¢aju nije moguce rijesiti trougao preko sinusne teoreme veé je to
moguce preko tangensne teoreme, kosinusne teoreme ili diobom trougla na dva pravougla
trougla. Ovdje ¢e biti obradeno rjesenje trougla preko kosinusne teoreme.

Slika 24. Racunanje elemenata trougla — 5
U trouglu sa Slike 24 date su dvije stranice (b i ¢) i ugao izmedu njih - a.

Kosinusna teorema za ovako postavljene elemente glasi:

a® =b*+c? —2bccosa

Kosinusna teorema ima jos§ dva pojavna oblika za preostale dvije stranice:

b* =a®+c®—2accos g i

c® =a® +b* —2abcosy .

Opsta definicija kosinusne teoreme glasi: Kvadrat nad stranicom trougla jednak je
zbiru kvadrata preostale dvije stranice umanjenom za njihov dvostruki proizvod sa
kosinusom njima zahvac¢enog ugla.

U konkretnom slu¢aju se po kosinusnoj teoremi prvo racuna vrijednost stranice a iz
prvog njenog navedenog oblika:

a=+/b? +c? —2bccosa
Zatim se mozemo vratiti na sinusnu teoremu:

a b c
sina sinfg siny

=m odakle se moze sracunati ugao f3:

. b*sin « . b*sina
sin f = ——— odnosno £ =arcsin ———.
a

| na kraju, poslednji ugao dobijamo preko:
y=180°-a - 4.
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Racunanje nepoznatih elemenata u trouglu kada su date sve tri stranice.

Rjesenje ovog trogla bice dato preko kosinusne teoreme. U trouglu na Slici 25 date
su vrijednosti sve tri stranice: a, b i c.

Slika 25. Racunanje elemenata trougla — 6

Iz jednog od oblika kosinusne teoreme:

a® =b” +c® —2bccosa moze se izraziti vrijednost kosinusa ugla a:

2 2 2

b +c* —a? . b*+c®-a
cosa = —— odakle je @ =arccos ——
bc 2bc

Za raCunanje preostala dva ugla u trouglu vrati¢emo se sinusnoj teoremi:
a b C

—— = ——=——=m odakle je:
sinae sinfg  siny

. b*sin « . b*sina
sin f = ——— odnosno £ =arcsin ———.
a

I na kraju, poslednji ugao dobijamo preko:
y=180°-a - 4.

Jo§ jednom treba napomenuti da trougao u kome su date vrijednosti sva tri ugla
nije moguce rijesiti zbog nedefinisane razmjere.
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5.6 Racunanje duZine iz koordinata tacaka

Horizontalna duzina se izmedu bilo koje dvije tacke moze sracunati ukoliko su
poznate njihove koordinate u bilo kom pravouglom koordinatnom sistemu (lokalni,
drzavni) (Slika 26).

\
[1+X

+X

¥b \Y=Yb-Ya

o)
B(Yb,Xb)

Ya

ax

0] —>
Slika 26. Racunanje duzine i direkcionog ugla iz koordinata tacaka

Duzina se moze dobiti iz sracunatih koordinatnih razlika iz Pitagorine teoreme po
formuli:

D, s = VAXZ + AY?

Ukoliko je sracunat direkcioni ugao iz datih koordinata tacaka, tada se moze

izvrsiti 1 kontrola racunanja duzine.
Sa sike se vidi da je:

sinv, =
A-B
Odakle je :
AY
DA—B = B
sinvy
Kontrola ratunanja duZine se moze izvrsiti i preko:
AX

cosv, =
A-B
odakle je:
AX
Das =

cosve
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